Bernoulli-Kette und Binomialverteilung B

Bernoulli-Kette und Binomialverteilung

Beispiel 1 Nach Untersuchungen tritt die Blutgruppe AB in Deutschland (ca. 82 Millionen
Einwohner) mit einer relativen Héufigkeit von 5 % auf.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 30 zuféllig gewéhlten Deutschen min-
destens einer die Blutgruppe AB hat?

b) In Deutschland werden 500 Personen zur Blutspende geworben. Keine von ihnen wei8,
welche Blutgruppe sie hat, AB wird jedoch dringend benétigt. Da es schnell gehen muss,
werden 200 der freiwilligen Blutspender zufillig ausgewahlt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer davon die Blutgruppe AB hat?

¢) Man mochte, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 eine Person mit der Blutgruppe AB
Blut spendet. Wie viele Spender braucht man, damit dieser Wunsch erfiillt ist? Untersu-
chen Sie dies mit solve im ClassPad. Wie dndert sich die Anzahl der benétigten Spender,
wenn der Wunsch mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,98 erfiillt sein soll? Leiten Sie eine
Losungsgleichung her.

Hinweis. Um sich Rechnungen zu ersparen, definieren Sie unter Main die folgende
Funktion P mit zwei Variablen:

Define P(n,p)=1-(1-p)An.

d) Zeichnen Sie einen 3-dimensionalen (3-d-) Graphen der Funktion P. Bestimmen Sie mit dem
Cursor Orte, an denen die Wahrscheinlichkeit etwa 0,9 betriagt. Deuten Sie das Ergebnis.

Hinweis. Zeichnen Sie Graphen der Funktion P mit P(n,p) = 1 — (1 — p)" dreidi-
mensional mit den Variablen n und p unter [ 3d-Graphik und untersuchen Sie dort
mithilfe des Cursors. Machen Sie sich die Grenzen der 3-d-Graphen klar.

e) Da der Stichprobenumfang gering ist, kann die Wahrscheinlichkeit p nur bis auf Tloo genau

abgeschétzt werden. Wie grof} ist n zu wéahlen, damit P(n,p) > 0,9 ist? Untersuchen Sie
dies auch am 3-d-Graphen.

f) Untersuchen Sie die Funktion P im 3-d-Graphen und rechnerisch auf Extremstellen. Er-
klaren Sie das Ergebnis.

Beispiel 2 Gehen Sie weiterhin von den Voraussetzungen aus Beispiel 1 aus. Von 100 Spendern
sollten mindestens zwei (drei, vier, ...) Spender die Blutgruppe AB haben. Die Arzte wollen
wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieser Fall eintritt. (Manche Personen spenden mehrfach
Blut.)

a) Zunéachst iiberlegen Sie sich, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit ist, dass die ersten zwei (drei,
vier, ...) der Spender die Blutgruppe AB haben, wohingegen die iibrigen Spender eine
andere Blutgruppe besitzen.

Hinweis. Definieren Sie zur Losung der Aufgabe die Zufallsgrofien
X: Anzahl hintereinander gefundener Personen mit Blutgruppe AB“ und
Xg: ,Der k-te Spender hat die Blutgruppe AB*.
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b) Die Arzte mochten wissen, wie grofi die Wahrscheinlichkeit ist, unter den 100 Spendern
genau zwei (drei, vier) Spender der Blutgruppe AB zu finden. Da die Blutgruppe erst
bestimmt werden kann, wenn alle gespendet haben, kann die Blutgruppe AB an beliebigen
Stellen aufgetreten sein. Wie grof ist jetzt die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses? Stellen
Sie die Wahrscheinlichkeiten einer Blutspende der Blutgruppe AB in Abhéngigkeit von
der Anzahl an Spenden graphisch dar. Wie viele der 100 Spender haben mit der grofiten
Wahrscheinlichkeit die Blutgruppe AB?

Hinweis. Zur Berechnung lasst sich die Operation
Interaktiv — Verteilungfunktionen — Diskret — binomialPDf
unter Main verwenden. Sie besitzt die folgenden drei Variablen:

x Anzahl der Spender mit Blutgruppe AB

n Anzahl der Spender

pos Wahrscheinlichkeit eines Spenders mit Blutgruppe AB

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 100 Personen mindestens zwei (drei,
...) der Blutspender ((P(X > 2), P(X > 3), ...) die Blutgruppe AB haben. Folgern Sie
daraus eine allgemeine Form P(X > k) fir 1 <k <n — 1.

Hinweis. Zur Berechnung lasst sich die Operation
Interaktiv — Verteilungfunktionen — Diskret — binomialCDf
unter Main verwenden. Sie besitzt die folgenden drei Variablen:

Untere Mindestzahl der Spender mit Blutgruppe AB
Obere  Hochstzahl der Spender mit Blutgruppe AB
n Anzahl der Spender

POS Wahrscheinlichkeit eines Spenders mit Blutgruppe AB

d) Es werden 2% Liter Blut der Gruppe AB benétigt. Jede Person kann jedoch nur einen hal-
ben Liter spenden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird man die gewiinschte Blutmenge
von 20 Spendern erhalten? Wie grofl miisste der Spenderumfang sein, um mit einer Wahr-
scheinlichkeit von P(X > 5) = 0,75 die ausreichende Menge an Blut der Gruppe AB zu
bekommen?

Wie miisste sich der Spenderumfang bei einer Anderung der Wahrscheinlichkeit p verandern,
damit die Wahrscheinlichkeit P(X > 5) erhalten bleibt?

e) Es werden 100 Spender erwartet. Mit wie vielen Spendern der Blutgruppe AB kann gerech-
net werden?

Losung zu Beispiel 1. a) Die relative Haufigkeit der Blutgruppe AB ist h = 0,05. Wir
benutzen sie als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, eine Person mit der Blutgruppe AB zu
finden, d. h. p = 0,05, und definieren das Ereignis

X: ,Anzahl hintereinander gefundener Personen mit Blutgruppe AB*

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zuféillig gewdhlte Person nicht die Blutgruppe AB besitzt,
ist gleich (1 — p) = 0,95.

Das Ergebnis X = 0 bedeutet, dass von 30 zuféllig gewéhlten Personen keine die Blutgruppe
AB hat. Damit folgt
P(X =0)=(1-p)* =0,95" ~0,215.
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X > 1 ist das Ereignis, dass mindestens eine von 30 Personen die Blutgruppe AB hat. Da es
sich um das Gegenereignis von X = 0 handelt, folgt

P(X>1)=1-P(X=0)=1-(1-p)* ~0,785.

b) Nach der relativen Haufigkeit aus der Stichprobe haben 5 % der Spender die Blutgruppe
AB. Analog zu Teil a) folgt P(X > 1) = 1 — (1 — p)°*. Der Exponent ist so hoch, dass der
ClassPad das Ergebnis auf 1 rundet. 200 Personen ist ein Anteil von % der 500 Blutspender.
Damit folgt P(X > 1) =2-1=0,4.

¢) Mit mindestens einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 tritt X > 1 dann ein, wenn
P(n,p) =1—(1—p)" > 0,9 gilt. Wir definieren zundchst die Funktion P im ClassPad unter
Main und benutzen hierbei

(Definitionsoperator)

Da die Funktion P mit konstantem p fiir wachsendes n streng monoton steigend ist (siehe
Abbildung des 3-d-Graphen in Teil d)), wird die Losungsmenge von n fiir p = 0,05 der Gleichung
P(X > 1) = 0,9 bestimmt. Dies ldsst sich mithilfe des ClassPad berechnen, indem unter
Main Folgendes eingegeben wird:

(wate] o Gbe] (P13 O @ O @ E L] e 2@ I @ 0 & L]
(Bestimmung der Losungsmenge der Gleichung P(X > 1) = 0,9)

Diese Gleichung ist fiir x > 44,89 erfiillt.

Da n € N gilt, ist die Losung aufzurunden, d. h., dass mindestens 45 Blutspender vorhanden
sein missen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 mindestens eine Person die Blutgruppe

AB hat.

Es handelt sich um die Losungsmenge der Gleichung
09<P(X>1)=P(n,005)=1-(1-0,05)"=1-0,95".

Man berechnet sie folgendermaflen:

1—(0,95)"™ > 0,9
& 0,95" < 0,1
< n-1n(0,95) > In(0,1)
o < In(0,1)
n > ——-
In(0,95)
Mithilfe der Monotonie der Logarithmusfunktion folgt, dass fiir einen Umfang von
In(0,1)
> ~ 44,89
" 1(0,95)

d. h. fiir n > 45, die Wahrscheinlichkeit P(X > 1) tber 0,9 liegt.

Mo6chte man mit einer Wahrscheinlichkeit von a = 0,98 einen Spender der Blutgruppe AB
finden, so ist dies fiir die folgende Losungsmenge der Fall:
In(1 —0,98)

1-005)"<1-098&n>——
(1-005) "2 In(1-0,05)

~ 76,27
womit n > 77 folgt.
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Fiir das Notieren einer allgemeinen Formel setzen wir fiir die Wahrscheinlicheit p die Bedingung

In(1—

0 < a < 1 der Untersuchung P(X > 1) > a. Die Bedingung ist fiir n > H erfiillt.
n(l—p

d) Ein 3-d-Graph kann unter Main gemacht werden, vgl. Abbildung 1:

£ 3d-Graphik (Offnen der 3-d-Oberfliche)

XY
's

(Anzeige der Koordinaten des Cursors)

Die Koordinate zc gibt den Funktionswert P(zc, yc) an der Stelle (xc,yc) an (siehe Abbildung
1). Sie muss einen Wert von mindestens 0,9 annehmen. Dies ist auch fiir yc=1 der Fall. Die
Funktion besitzt scheinbar keine Extremstellen. Dies wird in Aufgabenteil f) untersucht.

Wandert man mit dem Cursor entlang des 3-d-Graphen, so ldsst sich erkennen, dass es mehrere
Losungen gibt, wenn man davon ausgeht, dass die Wahrscheinlichkeit p nur naherungsweise
korrekt ist. Da die Wahrscheinlichkeit p nach einem Stichprobenergebnis bestimmt wurde, ist
davon auszugehen, dass sie nur ndherungsweise genau ist. Ein vorteilhafter Stichprobenum-
fang konnte anders als als im vorliegenden Fall sein, wenn eine andere Voraussetzung fir die
Wahrscheinlichkeit p gemacht wiirde.

£ Edit Aktion Interaktiv £ Edit Zoom Analyse & (%] & Edit Aktion Interaktiv
{2 | simp [ Jaxp | v | 2L A |HIN | & | @ | vear |
Define P(n,p)=1-(1-p)"n Define P(n,p)=1-(1-p)~n
done done
i solve (P(x, 0. 051)20. 9, x)
[« gi = {x243. 98739087}
48 solve (P(x, 0. 049)20. 9, x)
16=0. 90 {x245. 83059998}
xc=44, 736842 ~[¥ly=0. 0505051 D
z1=P (x, y) IEE
Blatt1 Blatt2 |Blatt3 |Blatt4 |Blatts Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 |Blatt5 |
Oz1=P(x,y) (i Oz1=P(x,y) i
1z2: 0 1z2: 0
1z3: 0 1z3: 0
Dz4: 0 Dz4: 0
z5:0 zb: 0
1z6: 0 1z6: 0
z7: 0 z7: 0
Algeb  Standard Reell 2n m 2n Reell m Algeb  Standard Reell 2n m

Abbildung 1: Losung von P(X > 1) > 0,9, 3-d-Graph der Funktion P und Berechnungen der
Losungsmengen von P(n,p 4+ 0,001) > 0,9

e) Die Wahrscheinlichkeit p liegt im Intervall I = [0,05 — 0,001;0,05 + 0,001] = [0,049;0,051].
Mit dem Cursor kann man die Wahrscheinlichkeit am ClassPad im 3-d-Graphen abschatzen
und kommt zu dem Ergebnis 45 < n < 50.

Um die Ungleichung P(n,p) > 0,9 bei einem Fehler von 0,001 fir p zu erfiillen, muss
P(n,p+0,001) > 0,9 und P(n,p—0,001)>0,9

gelten. Der ClassPad kann die Losungsmengen der Ungleichungen unter Main angeben, wie
es in Abbildung 1 sichtbar ist. Die Werte miissen aufgerundet und der groflere Wert gewéhlt
werden; d. h., die Spenderzahl sollte auf 46 erhoht werden, um mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 0,9 einen Spender der Blutgruppe AB zu haben.

Die Funktionsgraphen von P(n,0,051) und P(n,0,049) lassen sich ndherungsweise mithilfe von
Graphen fiir fest gewéhlte Werte fiir p zeichnen. Dies ist auf der rechten Seite von Abbildung
1 fir die Falle p = 0,051 und p = 0,049 zu sehen.
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& Edit Zoom Analyse 53] Tabelleneingabe & Edit T-Fakt Grafik & (X]
b BV ) e vl g swwert:l | e b £ [ |
[Blatt1Blatt2 Blatt3 [Blatt4 Blatt5| Ende ¢
y1=P(x,0.051) e Schrittw. :|1 * 45 0?3052 0.y§957
M y2=P(x,0.049) =t 46 0.9100 0.9008
ly3:0 47 0.9146 0.9057
48 0.9189 0.9103
Ov4:0 49 0.9231 0.9147
Cy5:0 50 0.9270 0.9189
[y6:0
(y7:0 0K Abbrechen 1 ‘ ‘ %
vy Blatt1 |Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 Blatt5| Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 |Blatt4 Blatt5 |
M y1=P(x,0.051) — M y1=P(x,0.051) —
M y2=P(x,0.049) — @ y2=P(x, 0.049) —
[ys:0 [Oys:0
[ya:0 [Oya:0
[Ty5:0 [Ty5:0
x [ye:0 [Jye:0
f [%[% [y7:0 (y7:0
|2n el [ 21 Reell a 21 Reell a

Abbildung 2:

Wertetabelle von P(n,p £ 0,001)

Es handelt sich um Graphen beider Funktionen, die sehr nahe beieinander liegen. Die Diffe-
renzen der Funktionswerte lassen sich an einer Wertetabelle erkennen. Offnen Sie hierzu :
Weiéhlen Sie beispielsweise den Start- bzw. den Endwert der Tabelle bei 40 bzw. 50, da oben be-
reits eine numerische Loésung fiir den Umfang von 46 bestimmt wurde. Die Werte unterstiitzen
unser letztes Ergebnis, vgl. Abbildung 2.

f) Wie bereits in der Losung von Aufgabenteil d) erwéahnt, scheinen nur Extremstellen am Rand
des Definitionsbereiches zu existieren. Das wollen wir durch Ableitung der Funktion P nach
den Variablen n und p untersuchen.

% Edit Aktion Interaktiv

il Eape] O

Define P(n, p)=1-(1-p)~n
done
diff (P(n, p), p)
n'(—p+1)n_1
diff (P(n, p),n)
=In(-p+1)+(-p+1) 1
Define dPp(n, p)=diff (P(n, p) ]

done
Define dPn(n, p)=diff (P(n, p) E
done
0
Algeb  Standard  Reell 2n am

% Edit Aktion Interaktiv

3] o [ s 25 [ [ ]

Define P(n, p)=1-(1-p)~n
done
diff (P(n, p), p)
ne (-p+1) 01
diff (P(n, p),n)
—In(-p+1)+(-p+1) 1
Define dPp(n, p)=diff (P(n, p) ]

done
Define dPn(n, p)=diff (P(n, p) E
done

solve (dPp(n, p), p)
{p=1}

solve(dPn(n, p),n)
No Solution

1]

Algeb  Standard  Reell 2n

m

Abbildung 3: Extremstellen der Funktionenschar P(n,p)

Um Extremstellen der Funktion P zu bestimmen, bilden wir die Ableitungen der Funktion P

nach den Variablen n und p. Dies lasst sich mit

Action — Berechnungen — diff +) (] OO ®X™E O

und

(Ableitung der Funktion P nach p)
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Action — Berechnungen — diff ] (] DO EOOO0O™
(Ableitung der Funktion P nach n)

machen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3, links, zu sehen.

Die Ableitungen konnen als Funktionen definiert werden, was in Abbildung 3 zu sehen ist.

Die Extremstellen der Funktion P als Funktion der Variablen p sind berechenbar mit

(Aufruf des solve(-Operators)

Dann kénnen mit dPp(n,p) die Nullstelle bzgl. der Variablen p und mit dPp(n,p) die Nullstelle
bzgl. der Variablen n berechnet werden, vgl. Abbildung 3, rechts.

Wie man in dieser Abbildung sieht, hat die Funktion P in Abhéngigkeit von p eine Nullstelle
der ersten Ableitung an der Stelle p = 1. Diese Nullstelle ist unabhéngig von der Variablen n.
Fiir die Variable n existiert hingegen keine Nullstelle der ersten Ableitung nach n. Daher liegen
hierfiir die Extremstellen an den Réndern des Definitionsbereiches, womit unsere Vermutung
aus dem Aufgabenteil d) bestétigt wird.

Im Inneren des Definitionsbereichs liegen keine lokalen Extremstellen der Funktion P vor, da sie
fiir beide Variablen bzgl. beliebiger Konstanten der anderen Variablen streng monoton verlauft.
Anschaulich wachst die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses mit steigender Wahrscheinlichkeit p
bei konstantem n an.

Die hochste Wahrscheinlichkeit liegt (selbstverstiandlich) dann vor, wenn die Trefferwahrschein-
lichkeit gleich 1 ist. Analog nimmt die Treffsicherheit mit wachsender Spenderzahl zu.

Losung zu Beispiel 2. a) p = 0,05 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Person die
Blutgruppe AB besitzt. Wir betrachten zunéchst die Ereignisse, dass die ersten Spender nicht
diese Blutgruppe haben. Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Spender die Blutgruppe AB
hat, ist gleich P(X;) = p. Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die iibrigen n — 1 Personen nicht
die Blutgruppe AB haben, ist gleich (1 — p)%. Damit folgt

P(X=1|X))=p-(1—-p)®”.

Analog gilt P(X3) = p, da die Spender als voneinander unabhéngig betrachtet werden kénnen.
Hiermit ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten zwei Spender die Blutgruppe AB haben,
gleich P(X;) - P(X,) = p?. Die iibrigen Spender haben nicht die Blutgruppe AB. Damit folgt

P(X = 2|(X1, X)) = p*- (1 —p)™

Auflerdem gilt
P(X = 3|(X1, Xo, X3)) = p*- (1 — p)*",

und allgemein ist fiir n Personen und 1 < k < n zufillig gewahlte
P(X =1|(X1, Xo, ..., Xg)) =p" - (L —p)" "
b) Mit analogen Uberlegungen wie in Aufgabenteil a) ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeiten
eines Spenders der Blutgruppe AB
P(X=1X))=P(X=1|Xy)=...= P(X =1|X400) =p- (1 — p)'?".

Damit folgt
100

P(X =1)=) P(X =1[X;) =100-p- (1 —p)"*".
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Fir die Wahrscheinlichkeiten, dass zwei der 100 Spender die Blutgruppe AB haben, gilt
P(X =2|(Xy,X,)) = P(X =2/(Xy,X3)) = P(X = 2[(X3, Xy))
=...=p"(1-p)",
d. h. fir alle 4,7 € {1,...,100} mit i # j
P(X =2[(X;, X;)) = p*- (1 = p)™.

98 Spender haben nicht die Blutgruppe AB und kénnen ohne Beachtung der Reihenfolge auf
100 ,Pléatze* verteilt werden. Also existieren (100) unterschiedliche Verteilungen der Spender.

2
Dies fithrt zum Ergebnis

P(X=2)= <1go> -t (L=p)™

Bei drei AB-Spendern von 100 Blutspendern gilt

100
Px =)= (1) 0
Fiir die Wahrscheinlichkeiten, dass von den 100 Spendern zwei, drei oder vier die Blutgruppe

AB haben, ist damit gleich

P(X =k) = (12()) Pt (1 —p)

Da (180) = (}88) = 1 gilt, kann dieses Ergebnis auch fiir £ = 0 und k£ = 100 verwendet werden.
Anstelle von 100 kann jede natiirliche Zahl mit n > k benutzt werden, und damit folgt der

allgemeine Fall
n o
PX =k = () p"(—p™

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten verwenden wir die im ClassPad vorhandene Opera-
tion binomialPDf. Unter Main befindet sich die Operation

Interaktiv — Verteilungfunktionen — Diskret — Diskret — Diskret — binomialPDf
(Binomialverteilung)

binomialPDf & Edit Aktion Interaktiv £ Edit Aktion Interaktiv
2 g1 b | i | S ! 1 Simp | 1) ! ||

Umfang n binomialPDf (2, 100, 0. 05) Define P (x)=binomialPDf (x, 100, 0. 05)
pos [0. 051 | 0.08118177186 done
p D

Erfolgswahrscheinlichkeit (0<p<1)

Algeb  Standard Reell 2n ] Algeb  Standard Reell 2n | Algeb  Standard Reell 2n [

Abbildung 4: Fenster der Operation binomialPDf und Funktion P der Binomialverteilung
Die Syntax dieser Funktion P ist

binomialPDf(z,n, pos) = (n) -pos® - (1 — pos)"~*.
T
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Unsere Bezeichnungen unterscheiden sich zum Teil von den Bezeichnungen im ClassPad. Hier
bedeuten

X: Anzahl der Treffer (bei uns k)
n: Umfang der Versuche (bei uns n)

pos: Erfolgswahrscheinlichkeit (bei uns p)
Fiir den ersten Fall X = 2 gilt
n=100, x=2 und pos=0,05.

Mit dem ClassPad ergibt sich das Ergebnis in der Mitte von Abbildung 4. Insgesamt erhalten
wir
P(X =2)~0,08, PX=3)=0,14 und P(X =4)=0,18.

Zur graphischen Darstellung der Verteilung definieren wir eine Funktion P(z), wie in Abbildung
4, rechts, zu sehen ist.

Es soll ein Graph dieser Funktion erstellt werden. Dazu offnen wir die Tabellenkalkulation
und geben in Spalte A einen Zahler von 0 bis 50 ein. Auflerdem werden in B1 bis B51 die
Funktionswerte =P (A1) bis =P(A51) eingegeben, vgl. Abbildung 4.

Der Inhalt der Tabelle soll graphisch dargestellt werden. Dazu wéhlen wir nach der Markierung
der Spalten A und B in der Kopfzeile Graph Aktion; Ergebnis siche Abbildung 5, rechts. Der
maximale Wert liegt im Punkt (5]0,18).

$ Datei Edit Grafik Calc % Datei Edit Grafik Calc # Edit Ansicht Art Calc (X]
[ [s]"[alB]c[p]E]F][~ (et] s o[ =[]+ * BEEEEE el
A B C o [a]]
1 0/5.92e-3 1 0|[5. 92&-3
2 1/0.03116 2 1j0. 03116
Formel =»an | 3 2/0.08118 3 2J0. 08118
Bersich - 4 3/0.13958 4 3[0. 13958
B1BSL ] 5 4)0.17814 5 4f0. 17814
6 5/0. 18002 6 5[0. 18002
0K | | Abbrechen | 7 6015001 =
8 7 8 7/0. 10603
9 8 9 8(0. 06487 =P(Al) [v]x
10 9 10 9/0. 03490 o
11 10 11 10/0.01672
12 11 12 11]7.20e-3 +
13 12 13 12]2.81e-3
14 13 14 13[1.00&-3 *
15 14 15 14/3.27e-4 o
16 15 16 15/9.88e-5
\ L
[=P(1) [V]X =P(AT) [V]X ! i ‘
B1 0.03116068011 @ B7 0.1500148561 @ o)

Abbildung 5: Tabelle und Graph zur Funktion P der Binomialverteilung

¢) Wir gehen wiederum von p = 0,05 aus. Es gilt mit n = 100
P(X>22)=1-(P(X=0)+P(X =1))

() e (1) 0007)
P(X23)=1-(P(X=0)+P(X=1)+P(X =2))
() ()
(W)

und
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Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten benutzen wir die Operation
Interaktiv — Verteilung — binomialCDf (kumulierte Binomialverteilung)

des ClassPad. Die Syntax dieser Funktion P ist

T.L) P (1 —p)h

binomialCDf(u,0,n,p) = Z (
i

Auch hier unterscheiden sich unsere Bezeichnungen zum Teil von den Bezeichnungen im Class-
Pad. Es bedeuten (s. Abbildung 6, links)

Untere: minimale Trefferzahl (bei uns u = 0)

Obere: maximale Trefferzahl (bei uns o)

Unfang n: Umfang der Versuche (bei uns n)

pos: Erfolgswahrscheinlichkeit (bei uns p)
Diese Funktion berechnet mit unseren Notierungen die Wahrscheinlichkeit

k

PX<k) =) <1ZO) p' - (1—p)!.

=0

Fiir den Fall X < 2 ergibt sich
P(X <2)=0,118.

Bei der Losung unserer Aufgabe ist zu bedenken, dass wir die Wahrscheinlichkeit P(X > 2)
berechnen mochten. Es gilt
P(X>2)=1—-P(X <1).

Das Ergebnis mit dem ClassPad ist in Abbildung 6, rechts, zu sehen.
Allgemein gilt fiir den Fall X > k die Funktion mit drei Variablen n, k, p:

Ea

-1

PX>k) =1-P(X<k-1)=1— <?)-pi-(1—p)”_i.

s
Il
=)

Wir erhalten das Ergebnis
P(X >2)~ 0,963,

siehe Abbildung 6. Analog erhalten wir

P(X >3) ~0,382.

d) Da 2% Liter Blut gespendet werden sollen und jede Person einen halben Liter spenden kann,
gilt n = 20, k = 5. Damit folgt
P(X >5) ~ 0,003.

Gesucht ist die Anzahl n der Spender, so dass P(X > 5) = % gilt. Wir versuchen, diese
Gleichung mit dem ClassPad zu losen.

Es liegt nahe, die Losung mithilfe der Funktion

solve(1-binomialCDf(0,5,n,0.05)=0.75,n)
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% Edit Aktion Interaktiv % Edit Aktion Interaktiv % Datei Edit Grafik Calc
53| & [ sime 50| v [ 4 v 53| & [fa]sime[f05 | v [+ ¥ || [ Ts[[ale[c]oE[F]>
1-binomialCDf (0, 1, 100, 0. 05) 1-binomialCDf (0, 1, 100, 0. 05) LT A T B [ ¢ ]
0.9629187907 0.9629187907 P ——
1-binomialCDf (0, 2, 100, 0. 05) solve (1-binomialCDf (0, 5, n, 0. 05)=0. 75, n)| F
ormel I=A1+5
0.8817370188 {—binomialCDf (0, 5, n, 0. 05)+0. 25=0}

o o Bereich A2:A30

| 0K | | Abbrechen |

7/0.10603
8/0.06487
9/0. 03490
10/0.01672
11|7.20E-3
12/2.81e-3
13/1.00e-3
14|8.27e-4
15/9. 88e-5

=A1+1 [v]x
Algeb  Standard  Reell 2n i Algeb  Standard  Reell 2n | A21 m

Abbildung 6: Fenster der Operation binomialCDf und leere Losungsmenge

zu bestimmen; es gelingt nicht, siehe Abbildung 6, rechts. Daher wollen wir versuchen, die
Losung nédherungsweise mithilfe einer Wertetabelle zu bestimmen. Das ist hier gut machbar,
da n eine natiirliche Zahl ist.

Wir 6ffnen [ Tabellenkalkulation und notieren in der Spalte A Zahlen von 5 bis etwa 150 in
Schritten von 5. In die Zelle B1 wird

=1-binomialCDf(0,5,A1,0.05)

geschrieben. Kopiert man die Berechnungen in die tibrigen B-Zellen, erhalt man das Ergebnis
in Abbildung 7, links.

% Datei Edit Grafik Calc & Datei Edit Grafik Calc
B B | A2 =]l v > B3] B |Bo| =]l v f>
A B @ A B c |
20 100/0. 38400 1 5 0
21 1050. 42891 2 10/2. 7586
22 1100. 47327 3 15[5. 2859
23 115(0.51659 4 20(3.298-4
24 1200. 55845 5 25/1.218-3
25 125(0. 59853 6 30/3.288-3
26 1300. 63657 n Y
27 135(0. 67238 PRp—
oe 1400070585 =1-binomialCDf (0, 5, A3, 0. [ [ X
29 145(0.73692
30 1460. 74284 7”
31 147(0. 74866 &
32 148(0. 75439 0.5 #
33 149/0. 76008 &
34 1500. 76556 &
35 151[0. 77101 o
et
[vIx 20
ca3 [ B3 5.280567327E-5 )

Abbildung 7: Bestimmung des Maximums der Funktion P

Es ist zu erkennen, dass bei n = 150 Spendern die Wahrscheinlichkeit fiir einen Spender der
Blutgruppe AB grofer als 0,75 ist. Um die Anzahl der Spenter genau zu bestimmen, berechnen
wir die Wahrscheinlichkeiten fir 146 < n < 150. In Abbildung 7, links, sehen wir, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Spender der Blutgruppe AB wirklich fiir n > 148 grofer als 0,75
ist. Die Tabellenwerte lassen sich graphisch darstellen. Dies kann unter gemacht werden,
siehe Abbildung 7, rechts.
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(=)

e) Hier ist nach der Anzahl der Spender k der Blutgruppe AB unter den Bedingungen p = 0,05
und n = 100 gefragt, also nach dem Erwartungswert E(Y) der ZufallsgroBe

Y: ,Anzahl der Spender mit Blutgruppe AB“.

Fiir 100 Spender folgt

100

100

E(Y):Zi-P(Y:i):Zi- 120

) -0,05% - 0,95100-¢,

Wir werden den Erwartungswert in der Tabellenkalkulation berechnen. Hierzu definieren wir
zunachst unter Main die Funktion (vgl. Abbildung 8)

k-1

P(k,n,p) = Z (7;) e (1=p)

% Edit Aktion Interaktiv
e o Jafsm] 2] 4] 1] a
Define P(k,n,p)=1- 2 (nCr(n,i)*p~i*(1-p)~(n-i))
i=0
done
0
Algeb  Standard Reell 2n o

% Datei Edit Grafik Calc & Datei Edit Grafik Calc

| [:[s["[a]]c[o[e[r]> [:[s["[a[e]c]o]e]r].]
L [ A T8 [ ¢ ] LA T B T C ]
Mit Wert fiillen Mit Wert fiillen
Formel =A1+1 Formel
L Barch
o] [t
8 8 8

9 9 9

10 10 10

11 11 11

12 12 12

13 13 13

14 14 14

15 15 15

16 16 16

1 [V]X [vIX
A11 m B1 |

Abbildung 8: Wahrscheinlichkeitsfunktion P der AB-Spender

& Datei Edit Grafik Calc

ii] & [ ]S [l -
A B c

1 1092308

2 2/0. 72057

3 30. 45947

4 40. 23959

5 5/0. 10362

6 6/0. 03778

7 7/0.01179

8 8/3.198-3

9 97.568-4

10 10[1.59&-4

11 11[2. 965

12 12[4.97e-6

13 13[7.528-7

14 14[1. 037

15 15[1. 2928

16 16[1. 47&-9
=P(Al, 50, 0. 05) [v]
B1 0.9230550247

X
[

% Datei Edit Grafik Calc $ Datei Edit Grafik Calc
B EINEED O ii] & [a]=] ]l a5
A B @ A B cC | D

1 1/0. 92306[0. 92306 1 1/0.92306(0. 92306[ 5. 5625

2 2[0.72057]1. 44114 2 2(0.72057]1. 44114

3 3/0. 45947/1. 37840 3 3[0. 45947]1. 37840

4 4/0.23959/0. 95837 4 4[0.239590. 95837

5 5/0.10362/0. 51808 5 5(0.10362/0. 51808

6 6/0. 03778/0. 22666 6 6(0.03778/0. 22666

7 7/0.01179/0. 08251 7 7/0.01179/0. 08251

8 8/3.19e-3/0. 02551 8 8[3.198-3/0. 02551

9 9|7.56E-4/6. 80E-3 9 9(7.56E-4/6. 80E-3

10 10[1.59e-4/1.59E-3 10 10[1.59e-4/1. 59E-3

11 11]2.968-5)3. 26E-4 11 11[2.96E-53. 26E-4

12 12[4.97e-6/5. 97e-5 12 12[4.97e-6/5. 975

13 13[7.526-79. 78E-6 13 13[7.52E-79. 78E-6

14 14[1.03e-7|1. 4456 14 14[1.03e-71. 4466

15 15/1.29e-8/1. 937 15 15(1.29e-8/1. 93-7

16 16/1.476-9]2. 358 16 16[1.47e-92. 356-8

=A1-B1 [v]x =sum (C1:C50) [v]Xx
C1 0.9230550247 a D1 5.5625 @

Abbildung 9: Naherung des Erwartungswertes der AB-Spender P

Nun wechseln wir zu 2] Tabellenkalkulation . Nachdem wir, wie rechts in Abbildung 8 sichtbar, in
Spalte A den Zéhler der Spender von 1 bis 50 eingetragen haben, notieren wir =P(A1,50,0.05)
in Spalte B, vgl. Abbildung 9.

Die Berechnung wird in die Zellen B2 bis B50 kopiert. Zelle C1 wird mit =A1-B1 gefiillt und
dann in die Zellen C2 bis €50 kopiert. In Spalte C stehen damit die Werte ¢ - P(Y = 4). Um den
Erwartungswert zu berechnen, sind diese Werte zu addieren. Hierzu geben wir in Zelle D1
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(=] Calc — Liste-Berechnen — sum 1 ] G @ 0OJ
(vgl. Abbildung 9). Das Ergebnis lautet 5,562. Es sind also fiinf AB-Spender zu erwarten.

Die Zahl muss in jedem Fall abgerundet werden, da fiir die Zahl £ € N der Spender mit
Blutgruppe AB k£ < E(Y') gilt.
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